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서론

   공정 모델링에 있어서 실제 공정의 정확한 모사가 가능하게 되면서 모델식의 비선형성이 증가하게 되어 총괄 최적점을 구하기가 어렵게 되었다. 이런 비선형 모델을 포함하는 문제를 풀기위해 총괄 최적화 방법이 사용되는데 총괄 최적화 방법은 1980년대 이후로 활발하게 연구되기 시작하였다.

   총괄 최적화 방법은 크게 다음 두 가지 방법으로 나누어질 수 있다. 모사 담금질(simulated annealing), 유전 알고리즘, 그리고 몬테 카를로(Monte-Carlo) 알고리즘 등과 같은 확률적 방법은 주어진 문제를 해결할 때에 있어서 아무런 가정을 사용하지 않으며 무작위로 선택된 요소를 이용하고, 시간에 무한대로 가면 총괄 최적점에 접근할 수 있다는 확률적 성질을 이용한다[1]. 다른 방법은 결정론적 방법으로 원하는 오차 범위 안에서 유한 시간 안에 총괄 최적점을 구할 수 있다. 분지 상한(branch and bound) 알고리즘, 절단평면(cutting plane) 알고리즘, 그리고 벤더스 분해(Bender’s decomposition) 알고리즘이 결정론적 방법에 속한다[2].

   처음 정수계획법을 위해 만들어진 분지 상한 방법은 Falk에 의해서 연속 함수에 대한 총괄 최적화 방법에 사용될 것이 제시되었다[3]. 최근에는 탐색 공간을 줄여서 탐색 시간을 줄이는 branch-and-reduced 알고리즘과 2계 도함수를 가지고 있는 비선형 함수에 대해서도 총괄 최적화가 가능한 (BB 알고리즘의 기본적인 구조를 이루고 있다[4,5,6] .

   분지 상한 방법은 탐색 공간에서의 목적함수의 상한값과 하한값을 도입하여 최종적인 총괄 최적점을 구하게 되는데, (BB 알고리즘은 두 번 미분 가능한 함수에 대해서 오목한 과소평가 함수를 만들 수 있다. 하지만, 이 방법은 함수의 비선형이 증가할수록 과소평가 함수의 정확도가 떨어지게 되어 총괄 최적점으로의 수렴시간이 크게 늘어나도록 영향을 준다. 본 연구에서는 (BB에서 제시하는 비선형 함수의 오목한 과소평가 방법을 알아보고, 이를 개선할 수 있는 방법을 제시한다. 그리고, 예제를 통해 제시된 방법의 가능성을 검토한다.

(BB 알고리즘에서의 비선형 함수의 과소평가 방법 
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   (BB 알고리즘에서 제시한 비선형 함수의 과소평가 방법은 다음과 같다. 

식에서 CF(x)는 비선형 함수의 오목한 과소평가 함수이고, ((x)는 구간에서의 고유값(eigenvalue)이며 x에 대한 함수이고, 그리고 NC(x)는 비선형이고 두 번 미분 가능한 함수이다. (는 양수이고, 탐색 구간에서 가장 작은 고유값을 이용해서 구하게 된다.

Quadratic 함수를 이용한 비선형 함수의 과소평가 방법

[image: image2.wmf])}

(

min

,

0

max{

)

1

(

)

)(

(

)

(

)

(

2

1

1

x

x

x

x

x

x

NC

x

CF

U

L

x

x

x

i

U

i

i

L

i

n

i

l

a

a

£

£

=

-

³

-

-

+

=

å

   (BB 알고리즘에서 제시하는 방법은 (값을 찾기 위해서 헤씨안 행렬에 구간 분석(interval analysis)방법을 도입하게 되고,  이렇게 구해진 구간 헤씨안 행렬을 이용해서 최소의 고유값을 찾게 된다. 이렇게 되면, 구간 헤씨안 행렬과 고유값을 구하는 과정에서 두 번의 근사방법이 사용되어 더 밀접한(tight) 과소평가 함수를 구하기가 어렵게 된다. 이를 막기 위해 다음의 함수를 도입하여 과소평가 함수를 만들어 보자.
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적당한 (와 B가 선택되면 CCF(x)는 CF(x)함수보다 탐색 구간 내에서 항상 작거나 같은 함수이다. (1)과 (2)를 이용해서 정리 하면 다음과 같다.

뒤의 두 식을 다시 정리하면,

QUF(x)는 새롭게 제시되는 2차의 과소평가 함수이다.

   앞에서 QUF(x)를 얻기 위해서 (와 B가 결정되어야 한다. 이를 위해서는 NCC(x)가 오목하다는 성질을 이용해서 구하게 된다. 

(와 B의 결정

   오목 함수는 탐색 공간 안에서 선형으로 근사했을 때 언제나 원래의 오목 함수보다는 작거나 같게 된다. 우선 B를 결정 하려면 그림 1에서 각 경계에서 가장 낮은 점을 이용하면 된다. 그리고 (를 결정하기 위해서는 탐색 공간의 각 끝점에서 선형화를 통해 그래프1과 그래프2를 구하고, CF(x)의 근을 구해서 그래프3를 구한다. 이 세 그래프를 이용하면 쉽게 점1과 점2를 구할 수 있게 되는데, 과소평가를 보장하기 위해서 두 점 중에서 중앙과 더 멀리 떨어진 점을 이용해서 (를 구하면 된다. 이렇게 구해진 (와 B를 이용하면 CF(x)를 과소평가 할 수 있는 CCF(x)를 구할 수 있게 된다. 

예제
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   예제로 사용된 총괄 최적화 문제는 제약조건이 없는 1차와 2차의 경우이고 간단히 다음과 같이 기술될 수 있다.

식에서 NC(x)는 두 번 미분할 수 있는 비선형 방정식이고, n은 차원(dimension)의 개수이다. 
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첫번째 예제는 국부 최적점의 개수가 37개인 함수의 최적화 문제이다. 
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두 번째 예제는 2차원 문제로 Levy의 논문에서 인용되었다[7].

계산된 결과는 표 1과 같으며 도표 내의 제시된 수치는 총괄 최적해을 찾기 위해서 프로그램에 의해 수행되는 반복계산의 횟수이다.

결론

   그림 2와 그림 3은 반복 계산 수행에 따른 상한값과 하한값과의 차를 그래프로 나타낸 것이다. 예제 1의 경우는 (BB에서 제시하는 방법과 비교해서 많은 차이를 나타내지 못했다. 하지만, 예제 2의 경우는 반복 계산 횟수가 반 이하로 줄어드는 것을 볼 수 있다. 차원이 증가하면서 고유값을 계산하는 과정에서 비선형성이 두드러지게 나타나기 때문에,  (BB에서 제시하는 비선형 함수의 과소평가 방법이 비효율적이게 된다는 것을 의미한다. 제시된 방법은 비선형성이 큰 함수일수록 원래의 비선형 함수와 밀접한 과소평가 함수를 만들 수 있으며 효과적인 최적화 방법을 수행함을 확인하였다.
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      표 1. 반복 수행 횟수 결과


(BB Algorithm
제안된 Algorithm

예제 1
127
95

예제 2
3336
1541
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                                        그림 1. 오목 함수의 선형근사
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그림 2. 예제 1에 대한 반복 계산 수행에 따른 상한값과 하한값과의 차





그림 3. 예제 2에 대한 반복 계산 수행에 따른 상한값과 하한값과의 차
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