방정식 지향적인 화학공정 모델링에 있어서 사건행렬을 이용한 방정식 분할의 적용
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서론

최근 들어 각각의 단위 공정장치 뿐만 아니라 화학공정의 전체적인 모델링은 공정 설계나 최적화에 자주 사용되는 기법이 되었다. 지금까지 가장 많이 사용되고 있는 방법은 공정 모듈별 프로그램인데 이 방법은 많은 되먹임 흐름이 있을 경우 반복계산을 해야 하며 이로 인하여 계산속도가 떨어지므로 최적화나 설계를 하는데 많은 제한을 가지고 있는 것으로 판명되었다. 또한 이 방법은 설계나 최적화의 제한조건을 효과적으로 다루지 못하는 것으로 알려져 있다. 이러한 단점을 해결하기위한 또 하나의 방법이 방정식 지향적인 방법이다. 이 방법을 이용할 때는 모든 공정이 매우 큰 비선형 방정식의 집합으로 나타내어지며 외국에서는 이에 관한 많은 연구가 일찍부터 이루어지고 있었고 그 결과의 원형이 나타나기 시작했다: SPEEDUP(Imperial College)[1], ASCEND(Carnegi-Mellon)[2].

방정식 지향적인 공정 모델링에서 가장 기본이 되는 문제는 매우 큰 비선형 방적식의 해를 구하는 것이다. 초기에는 방정식 찢기에 의해 많은 문제를 단순화하려는 경향이 있었지만 최근 들어 모든 문제를 선형화하여 풀려는 경향이 두드러지게 나타나고 있다. 한편 사건행렬을 구성하여 삼각행렬로 정렬하면 동시에 풀어야만 하는 방정식의 집합들이 나타나게 되며 나열된 결과로부터 큰 문제를 작게 나누어 풀 수 있다. 

본 연구에서는 방정식 지향적으로 화학공정을 모델링을 하기 위하여 사건 행렬을 이용한 방정식 분할을 적용하였다. 분할한 결과를 이용하여 방정식을 Newton-Raphson과 같은 방법으로 선형화하여 반복 계산하였으면 symbolic Jacobian을 사용하였다. 한편 분산행렬의 저장을 위해 행 방향과 열 방향으로 검색이 가능하도록 단방향 연결 리스트구조를 사용하였다. 

분산행렬의 저장

분산행렬의 표현을 위해 연결 리스트를 가장 많이 사용한다. 연결 리스트는 첫번째 원소를 나타내는 헤드 포인터, 다음 원소를 가리키는 포인터, 첨자 그리고 원소의 값으로 표현된다. 
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Figure 1. Sparse matrix representation

          by means of linked list

위의 연결 리스트는 물리적인 저장순서는 (3, 10, 2, 5)이지만 연결 리스트에 의해 (10, 3, 2, 5)임을 알 수 있다. 이러한 단방향 연결 리스트를 좀 더 확장하여 figure 1 같이 분산행렬을 연결리스트로 표현하였다. Figure 1과 같이 분산행렬을 표현하면 원소값이 0인 곳에 메모리를 할당할 필요가 없고 행방향 및 열방향 검색을 할 때 불필요한 작업을 하지 않으므로 계산 시간을 효과적으로 감소시킬 수 있는 이점이 있다. 

방정식의 분할과 사건행렬의 대각선상 정렬

보통 하나의 화학공장을 모델링하다 보면 매우 큰 분산행렬이 나타나게 된다. 이러한 분산행렬들은 앞 절에서 설명한 바와 같이 계산 효과를 높일 수 있지만 본 절에서 설명할 방법을 이용하면 그 효과를 더 증가 시킬 수 있다. 본 연구에서는 알고리즘이 간단하고 효과적인 Steward가 제안한 방법을 적용하였다. Table 1는 사건행렬을 이용하여 방정식을 분할한 간단한 예를 든 것이다. 

Table 1. Example of partitioning
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Table 1의 오른쪽 행렬로부터 주어진 방정식은 총 7개의 하위 방정식의 집합을 순차적으로 풀어나갈 수 있음을 알 수 있다. 

방정식 생성
공정의 정상상태 조업을 표현하기 위한 방정식들은 
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=

의 벡터형으로 나타내어지며 본 연구에서는 다음과 같은 정보들이 생성되도록 하였다.

i) 주어진 입력 
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에 대한 방정식 
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의 값

ii) 주어진 입력 
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에 대한 Jacobian

Jacobian은 방정식이 복잡할 경우 지금까지는 수치적으로 구하는 것이 보통이었지만 주어진 방정식 시스템의 해를 안정적으로 구하기 위해서는 해석적인 Jacobian을 구하여야 한다. 본 연구에서는 주어진 입력에 대해 안정적으로 해를 얻기 위하여 symbolic Jacobian을 이용하여 방정식을 생성하였다.

반응기 및 플래시탱크 예제
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Figure 2. Simple Chemical Process

Figure 2는 반응기와 플래시탱크로 구성된 가상의 간단한 공정을 나타낸 것이다. 등온 반응이며 가열재킷에 의해 가열된다. 플래시탱크는 단열로 가정하였다. Table 2에 반응기에서 일어나는 반응식과 반응속도상수를 나타내었다.

Table 2. Reaction in CSTR reactor

Reaction

A(feed)     (   B(product)               first order

B(product)   (   C(by-product)          second order

Kinetic constant

A1 = 0.12669*1012  hr-1                 E1/R = 17,900 R

A2 = 0.3077*107 ft3/(lbmol hr)            E2/R = 11,910 R

Table 3에 figure 2에 대한 방정식 분할의 결과와 대각선상 정렬의 결과를 나타내었다. 대각선상의 ‘*’는 대각선상 정렬에 의한 출력변수를 의미하며 모든 방정식이 대각선상에 출력변수를 가지고 있으므로 이 시스템은 유일한 해를 가짐을 알 수 있다. Figure 2 공정은 가장 바깥쪽에서 하나의 되먹임 흐름을 가지고 있으므로 가장 큰 블록과 나머지 잔여 방정식으로 구성된 하위 방정식 집합으로 표현됨을 알 수 있다. 

Table 3. Partitioning result of simple chemical process
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수치해법

위와 같이 구성된 하위 방정식에 대하여 Newton-Raphson 방법으로 해를 구하였고 결과는 Table 4에 나타내었다. 입력변수를 혼합기의 입력 스트림으로 하였으며 A 성분만 100 lbmol/h이고 온도는 537 R로 가정하였다. 

Table 4. Result of simulation
Stream
Temperature
Comp. A
Comp. B
Comp. C

Reactor output
860.0
24.68
130.45
43.91

Product
673.44
3.06
87.97
3.74

Recycle
673.44
20.53
40.35
38.15

결론

방정식 분할과 대각선상 정렬을 이용하여 화학공정의 방정식 지향적인 모델링을 수행하였다. 가장 바깥쪽에 하나의 되먹임 흐름을 가지고 있어서 큰 블록을 가진 하위 방정식 집합을 얻을 수 있었고 분할결과와 symbolic Jacobian을 이용하여 안정적인 수치해를 얻을 수 있었다. 
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