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서론
우리가 관심을 갖는 현상에 대한 지배 방정식을 해석적으로 풀 수 없는 경우 수치적 방법을 이용하여 근사해를 구하게 된다. 지배방정식이 적분방정식으로 주어진 경우, 이는 경계조건에 따라 1종 Fredholm 식과 2종 Fredholm 식의 두가지 형태로 나뉜다. 이를 수치적으로 다룰 경우, 1종 Fredholm 식은
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의 형태로서 Gauss 소거법을 통하여 수치해를 구하고, 2종 Fredholm 식은 
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의 형태로서 반복법(iterative method)을 이용하여 선형대수식을 푼다. 그런데 1종 Fredholm 식은 때때로 악조건 행렬(ill-conditioned matrix)을 형성하여 올바르지 못한 근사해를 나타내는 경우가 있다. 그래서 이에 대한 대안으로 2종 적분방정식으로 표현되는 간접적 방법(indirect method)이 제시되었으며, Stokes 방정식과 Navier 방정식에 대한 2종 적분방정식은 [1],[2]에 소개되었다.

본 연구에서는, 전기 이중층의 전위를 지배하는 선형화된 Poisson Boltzmann 방정식에 대한 간접적 적분방정식과 그 성질을 알아보고, 지배방정식으로부터 바로 유도되는 직접적 적분방정식(direct method)과 double-layer potential kernel로 표현되는 간접적 적분방정식(indirect method)을 이용하여 전기 이중층(electrical double layer)을 경계요소법으로 해석, 비교해보고자 한다. 

이론

전해질 용액에 분산된 전기를 띤 입자주위에는 전기 이중층이 형성되며, 이러한 전기 이중층 내의 전위 (를 지배하는 식은 선형화된 Poisson Boltzmann 방정식으로 식(1)과 같다. 
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여기서 
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은 Debye 길이를 나타낸다. 전해질 용액의 영역을 V, 입자의 표면을 S, unit normal vector n은 입자의 바깥방향을 향하는 계를 생각해보자. 식(1)을  Green의 정리를 이용하여, single-layer potential kernel K1 과 double-layer potential kernel K2 로  표현되는 직접적 적분방정식을 식(2)와 같이 유도할 수 있다.
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여기서 K1과 K2 는 각각 식(3), 식(4)와 같고, 
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의 값을 가진다.
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이때, 식(2)의 경계조건으로 표면에서의 전하밀도가 주어지면 전위에 대한 2종 적분방정식이 된다. 그러나 표면에서의 전위값이 경계조건으로 주어진다면 식(2)는 표면전하밀도에 대한 1종 적분방정식이 되어 앞에서 언급한 바와 같이 ill-posed 문제가 된다.

한편으로, 식(1)을 single-layer potential kernel K1만으로 표현되는 간접적 적분방정식(식(5))과 double-layer potential kernel K2만으로 표현되는 간접적 적분방정식(식(6))의 두 가지 형태로 나타낼 수 있다. 
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여기서 (와 (는 각각 single-layer density와 double-layer density를 가르킨다. 그런데 식(5)에서 표면에서의 전위 ((xS)는 연속적인 값을 갖지만, 식(6)에서는 x가 표면에 있는 xS로 접근함에 따라 표면에서의 전위가 다음과 같은 jump property를 갖게 된다.
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이때, 위첨자 e와 i는 각각 입자의 바깥 영역과 안쪽 영역을 말한다. 만약 문제의 경계조건으로 표면에서의 전위값이 주어진다면, 식(7)은 
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의 형태의 (에 대한 2종 적분방정식이 되어 반복법을 이용하여  해를 구할 수 있다. 

결과 및 고찰

반지름이 a인 구 모양의 입자에 대해서 식(2)와 식(7)을 경계요소법으로 계산하였다. 이때 구의 표면을 평평한 삼각형요소로 나누고, 적분 안의 미지수는 삼각형요소 내에서 선형적으로 변한다고 가정하는 선형요소법을 사용하였다. 그리고 적분은 Gaussian quadrature를 이용하여 계산하였다.

그림 1과 그림 2는 각각 (a=1과 (a=10의 두 경우에 대하여 이중층 두께의 중간지점에서의 전위를, 직접적 방법과 간접적 방법에서 계산하여 수치해와 해석해와의 상대 오차값를 그린 것이다. 괄호안의 값은 계산시간을 나타낸 것이고, 삼각형요소의 수를 80, 320, 1280, 5120개로 4배씩 증가시키면서 nodes 수에 따른 오차값을 계산하였다. 이때 요소의 수는 2*(nodes의 수-2)와 같다. 그림 1과 그림 2에서 보는 것과 같이 간접적 방법으로 계산된 전위값이 직접적 방법에서의 값보다 오차가 훨씬 작으며 계산시간 또한 단축됨을 확인할 수 있었다.

한편으로 다중 구형 입자계에서의 전기 이중층을 고려해보았다. 구의 수를 그림 3에서와 같이 4, 8, 12, 16개로 증가시켜보았으며, 이때 각 구의 반지름은 같으며 인접하는 두 구 사이의 간격은 반지름의 길이와 같도록 해주었다. 그리고 각 구의 표면은 162개의 nodes와 320개의 삼각형으로 나누어주었다. 그림 4는 (a=1 일 때 구의 수에 따른 계산시간을 나타낸 것으로, 구의 수가 증가함에 따라 간접적 방법이 직접적 방법에 비하여 계산시간이 단축됨은 물론 그 차이가 더 커짐을 확인할 수 있었다.
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그림 1. 구형 입자의 nodes 수에 따른 전위값의 상대오차와 계산시간 ((a=1)
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그림 2. 구형 입자의 nodes 수에 따른 전위값의 상대오차와 계산시간 ((a=10)


그림 3. 다중 구형 입자의 위치도
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              그림 4. 구의 개수에 따른 계산시간의 비교
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