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1. 서론

화학공학에서의 많은 문제들은 시간항을 포함한 편미분방정식(PDE)과 산술식(AE)에 의해 표현된다. 이런 PDAE의 수치적 해는 확산항(diffusion term)에 의해 매우 stiff하거나 대류항(convection term)에 의해 매우 가파른 때가 많다. 이 식들은 MOL(Method of Line)을 이용하면 다음 두가지 단계를 이용하여 풀 수 있다. 첫째, 공간변수를 유한차분법, 유한부피법, 유한차분법 등을 이용하여 차분, 분할하여 PDE를 산술-미분식(Differential Algebraic Equations, DAEs)으로 바꾼다. 둘째, 얻어진 DAE를 적당한 적분기를 이용하여 시간에 따라 적분한다. 그러나, 일반적인 고정격자(fixed mesh)를 이용한다면 일차미분항의 대류항이 포함된 경우에는 해의 진동 때문에 신뢰할 만한 수치해를 얻기가 매우 어렵다. 이런 PDAE문제의 수치해를 얻기 위해 각 시간간격에서 해가 급하게 변하는 영역으로 격자를 이동시킴으로써 계산효율을 증가시키는 이동격자법(Moving Grid Method)이 사용될 수 있다[1, 3, 5, 6]. 이것은 작은 수의 격자를 이용하여 좋은 수치해를 얻는데 유용하다. 

TPB법 등 일반적인 일정간격 격자법을 고려해보자. 이 때 공간방향 미분항을 근사하기 위한 스텐실(stencil, Si)은 숫자와 위치가 고정된다. 여기서는 Figure 1과 같이 셀중심격자를 사용하며 다음과 같이 셀, 셀중심값, 스텐실을 정의한다.

Ci=[xi-1/2, xi+1/2]







(1)

xi=(xi-1/2+xi+1/2)/2







(2)

Si=[Ci-r, Ci-r+1, … Ci, Ci+1, … Ci+s]





(3)

따라서, 오차의 차수, k는 k-1 = r+s로 정의된다. 
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                     left stencil shift (r)     right stencil shift (s)

                          r=3                  s=3

                        Si = {Ci-3, Ci-2, Ci-1, Ci, Ci+1, Ci+2, Ci+3}


Figure. 1. Stencil (Si) and cell (Ci) structures in one dimensional fixed grid.
고정스텐실(fixed stencil, FS)법은 주어진 k에 따라 나누어지는데 예를 들어 쌍곡선형 PDE에서 1차의 고정스텐실법은 (식 6)의 두점 후향차분법과 같아진다. 
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(5)

fx=(fi- fi-1)/(x







(6)

그러나, 이 방법들은 불연속이 있을 때 진동오차가 발생하는 문제가 있다는 단점이 있다. 이를 개선하여 적응스텐실법(adaptive stencil, AS)은 주어진 오차의 차수를 지키면서 스텐실을 선택하도록 함으로써 기본적으로 스텐실내에 불연속셀이 없도록 하는데 ENO법(Essentially Non-Oscillatory)이 대표적이다[5]. 이 방법 또한 정확도가 떨어지는 경우가 있고 if-then문이 지나치게 많다는 등의 단점이 있다.

WENO법(Weighted ENO)은 모든 후보 스텐실을 사용하면서 각 스텐실에 가중치를 주어 이런 단점을 극복한다. 이후 사용하는 분할법의 이름은 방법(FS, ENO, WENO)과 오차의 차수를 결합하여 표시한다. 

2. 이동격자법

이동격자법에서는 (식 5)에 부가적으로 대류항(ux)이 나타난다[1]. 여기서, 
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는 u와 x의 시간에 따른 미분항을 나타낸다. 
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EP (Equidistribution Principle)에 기반한 이동격자법은 격자를 연속적으로 움직이게 되는데 이때 다음과 같은 감시함수(monitor function), M(x,t)를 사용한다. 
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여기서 N은 격자의 수이다. Computational coordinate((=i/N)는 간격이 일정하지 않은 원래의 격자(xi)를 간격이 균일한 변환격자((i)로 변환시키게 된다. 또한, 메쉬방정식(mesh equation)은 격자를 해가 가파르게 변하는 영역으로 움직여 이 영역에 집중되도록 하는데 이를 MMPDEs (Moving Mesh PDEs)라고 한다[3]. 따라서, 원래의 PDE와 메쉬방정식은 동시에 풀려져야 한다. Huang et al이 제안한 MMPDE4는 연속 및 불연속인 항으로 표현하여 다음과 같은 식이 된다[3]. 
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감시함수로는 호길이 감시함수(arclength monitor function)와 곡률 감시함수(curvature monitor function)를 사용하며 대상 PDE에 따라 선택된다. 

Local smoothed-monitor function, 
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은 다음 식과 같으며 여기서 (는 양의 상수로 spatial smoothing parameter라고 하며(일반적으로 2) p는 음수가 아닌 정수로 local smoothing index라고 한다. p는 평균하는 범위를 정하게 되는데 예를 들어 2가 되면 5개의 점의 평균을 이용한다. MMPDE에서 Mi를 
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이 연구에서는 호길이 감시함수와 p=2, (=2를 사용한 MMPDE4를 이용하였다. 예제의 정확도는 다음 식의 L( error를 이용하여 계산하였다. 
L( error =
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속도는 정해진 적분시간까지 계산하기 위한 CPU time을 이용하였고 안정성은 얻어진 해를 정성적으로 해석하여 표시하였다. 즉, 매우 안정((),  약간 안정(() 그리고 불안정(()으로 구분하였다.

3. 예제: Convective adsorption problem without diffusion effects

확산이 없는 흡착탑은 다음과 같이 1개의 PDE와 1개의 미분방정식, 1개의 산술식으로 표현된다[7]. 


[image: image40.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

×

-

=

-

×

-

=

×

+

-

+

0

,

0

)

(

0

1

G

I

S

I

S

t

G

x

S

t

G

t

C

K

C

C

C

k

C

C

v

C

C

e

e

  



      (13)
이 식에서 CG는 가스농도, CS는 고체농도, CI은 기/액 경계의 농도, (는 공극률로 0.4, v는 겉보기 가스속도로 0.1m/s, 물질전달계수 k는 0.0129/s, 평형상수 K는 0.85이다. 첨자, t와 x는 시간 및 공간방향 미분을 나타낸다. 탑의 길이, L은 1.5m이다. 이 예제는 초기조건에 의해 주어진 불연속적 shock front가 축방향으로 움직이는 매우 어려운 문제 중 하나이다. 초기값은 다음과 같다.
CG(x,0)=2.2 mol/l, when x(0 over all times

CG(x,0)=0 mol/l, when x>0 at t=0.0s
기/고 평형과 물질전달이 제외되면 해석해는 초기조건과 같아진다. 

Table 1. Accuracy, temporal performance and stability evaluation.


Name
Accuracy

(L( error)
Temporal performance

(CPU time, s)
Stability

Fixed grid
FS-upwind-1
0.13068
22.5
(


FS-central-2
0.11770
134.4
(


FS-back-2
0.08242
125.0
(


FS-upwind-3
0.03188
109.8
(


FS-central-4
0.06594
153.4
(


FS-upwind-5
0.02193
179.2
(


ENO-2
0.05154
339.1
(


ENO-3
0.03453
412.1
(


ENO-4
0.02760
491.1
(


WENO-3
0.04274
276.3
(


WENO-4
0.02840
482.6
(


WENO-5
0.02527
494.1
(

Moving grid
FS-upwind-1
0.20026
87.7
(


FS-central-2
0.09534
103.9
(


FS-upwind-3
0.06379
204.6
(


ENO-2
0.07744
163.7
(


ENO-3
0.06427
365.1
(


WENO-3
0.06835
237.9
(


WENO-5
0.05992
439.9
(
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Figure. 2. Gas concentration profiles according to discretization methods
일정간격 격자법에서는 식 15를 200개의 메쉬로 나누었다((x=1.5/200). FS-upwind-1에서는 매우 안정된 해를 주었으나 정확도가 매우 낮았다(Table 1). 중심 차분법(centered discretization, FS-central-2/4)에서는 불연속점근처에서 매우 불안정한 해가 얻어졌다(Figure 2). 고차의 upwind법은 상대적으로 정확한 해를 주었으나 여전히 불안정하였다. 표에서 보듯이 ENO-3/4와 WENO-3/4/5가 속도와 정확성 등 모든 면을 고려했을 때 좋은 결과를 주었다. 

이동격자법에서는 20개의 메쉬를 사용하여 일정간격 격자법과 비교하였다. 이때, ((temporal smoothing parameter)는 0.2로 하였다. 격자의 초기위치는 xi=1.5((i/N)2, i=1,20로 설정하였다. 표에서 보듯이 모든 방법에서 이동격자법을 사용하였을 때 안정성이 매우 향상되었다. 그러나, 중심차분법은 여전히 진동하는 경향을 보였으며 여러가지 기준으로 볼 때 ENO-2, WENO-3를 이용한 이동격자법이 우수한 결과를 주었다. 
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