결정화공정의 모사를 위한 적응격자법에서의 모멘텀 보존

이기백, 윤인섭*

충주대학교 공업화학과

서울대학교 응용화학부*

Momemtum Conservation in Adaptive Mesh Method for the Simulation of Crystallization Processes
Gibaek Lee and En Sup Yoon*
Department of Industrial Chemistry, Chung-Ju National University
Division of Chemical Engineering, Seoul National University*
1. 서론

적응격자법(adaptive mesh method)은 PDE의 수치적 해법에 정확성과 효율성을 증가시키는 방법이다. 해가 심하게 변하거나 불연속점이 있는 경우에 특히 효율적인데 예를 들어 해가 심하게 변하는 영역을 정확하게 나타내기 위해서 이 영역에 격자(mesh)를 적응적으로 많이 만들어주며 반면에 해가 매끄럽게 변화하는 영역에서는 격자를 드문드문 만들어주기 위해 불필요해진 격자를 제거하게 된다. 적응화를 도입하는 경우에 격자를 적응적으로 생성시키고 제거하여야 하기 때문에 계산시간이 더 많이 필요해진다. 그러나, 보통의 방법을 사용하였을 때는 같은 정확도를 얻기 위해 더욱 많은 계산량이 요구되며 심한 경우에는 만족할 만한 정확도를 얻지 못하는 경우도 생기게 된다. 이 연구는 적응격자법을 결정화공정의 동적모사에 이용하기 위한 방법에 대한 연구이다. 

2. 결정화공정의 모델

결정화공정은 Randolph와 Larson이 개발한 개체수지식(population balance equation)을 포함한다[1]. 이 식이 결정의 성질 중에서 가장 중요한 결정크기분포(CSD, crystal size distribution)를 표현한다. 

  
[image: image1.wmf]å

+

-

+

-

+

-

=

+

+

V

n

F

D

B

D

B

v

v

B

dv

Gn

d

dt

V

d

n

dt

dn

k

k

b

b

a

a

)

(

)

(

log

0

0

d




(1)

이 식에 포함되어 있는 네 가지 현상은 다음과 같다:

(1) 핵생성(nucleation): 새로운 결정이 생겨나는 것. 핵생성 속도는 멱수법칙모델로 표현되며 핵생성 속도상수, 
[image: image2.wmf]n

K

은 여러 변수에 의해 영향을 받는다. 
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(2) 성장(growth): 결정크기의 증가. 결정의 성장속도는 다음과 같은 경험식으로 표현되고 성장속도상수, 
[image: image4.wmf]g

K

는 온도, 수동력과 불순물 등에 의해 달라진다. 
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(3) 응집(agglomeration): 두개의 작은 입자가 합쳐져서 더 큰 입자가 되는 것. 크기가 x인 입자와 v-x인 입자가 크기 v인 입자가 되는 응집은 다음과 같은 식으로 쓸 수 있다. 이때 첫번째 식은 크기가 v인 입자가 생기는 속도이며 두 번째 식은 두 입자가 없어지는 속도이다[2]. 
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이 식에 사용된 응집 커널(agglomeration kernel), A(v-x, x)은 응집메카니즘에 따라 달라지는데 이 연구에서는 Smoluchowski 커널을 사용하였다[3]. 이 식은 응집되는 입자의 크기, u와 v에 비례하는 식으로 더 큰 입자가 작은 입자에 비해 더 자주 응집하게 됨을 나타낸다. 
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(4) 분열(breakage): 한 개의 큰 입자가 여러 개의 작은 입자로 나누어지는 것. 분열에 의한 생성속도와 소멸속도는 다음 식으로 표현된다.  
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이 연구에서는 분열속도가 입자의 크기에 비례하는 다음 커널을 사용하였다. 
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이 연구에서는 결정화공정의 모사를 위해 Kumar와 Ramkrishna가 사용한 특성법을 이용하였다[4]. 먼저, 결정의 크기영역을 작은 구간, 즉 격자로 나눈다. 이 격자의 입자개체수(population)는 대표값, xi로 나타내고 하한 및 상한을 가져서 vi < xi < vi+1가 된다.  따라서, i번째 격자의 개체수, Ni는 다음과 같이 정의된다. 
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이런 조건에서 응집과 분열 등 4가지 현상이 모두 포함된 식을 유도하면 다음과 같은 식이 얻어진다. 
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이 식에서 
[image: image14.wmf]h

는 응집시에 수와 질량의 두 모멘텀을 보존하도록 하기 위한 분배계수이다. 즉, 응집에 의해 새로운 결정이 만들어지면 그 결정은 특정한 격자의 대표값을 가지지 않을 수 있기 때문에 모멘텀은 보존될 수 없다. 따라서, 새로 만들어진 결정은 두개의 모멘텀이 보존될 수 있도록 인접한 두 격자에 분배하게 된다. 
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분할의 경우에도 비슷한 방법으로 두 모멘텀을 보존하게 한다. 즉, 다음과 같이 
[image: image16.wmf]k

x

의 결정이 분할되었을 때 i번째 격자로 분할되는 비율, 
[image: image17.wmf]k
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n

,

는 다음 식을 이용하여 계산한다 
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는 분할함수(breakage function)로서 
[image: image20.wmf]k

x

의 크기를 가지는 입자가 v의 입자로 분할되는 비율을 나타낸다. 여기서는 이원 분할(binary breakage), 즉 한 개의 결정이 2개의 작은 결정으로 분할되는 것을 가정하였으며 특성법에서는 첫번째 격자의 크기가 0이라고 할 수 없으므로 분할함수는 다음 식을 만족시켜야 한다. 
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여기서, 
[image: image22.wmf]1

x

은 첫번째 격자의 대표값이다. 따라서, 분할함수는 다음과 같이 되어야 한다. 
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또한, 분할함수는 다음과 같은 대칭관계를 만족시켜야 한다. 
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이 식을 만족시킬려면, 
[image: image25.wmf]k

x

의 입자는 [
[image: image26.wmf]1

x

,
[image: image27.wmf]1
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x
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]의 구간으로 분할되어야 하고 
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는 다음 식을 이용하여 계산되어야 한다. 
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3. 격자의 생성 및 제거

먼저 각 격자의 하한과 상한의 경계값에 대한 개념을 설명한다. Figure 1에 보이는 것처럼 각 격자 i는 
[image: image30.wmf]i

x

의 중심값을 가지며 상한은 
[image: image31.wmf]1

+

i

v

, 하한은 
[image: image32.wmf]i

v

의 값을 가진다. 경계값이므로 (i+1)의 격자의 하한과 i격자의 상한은 같다. 
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Figure 1. A mesh structure.
i번째 격자에 새로운 격자를 추가하는 경우를 보자. i번째 격자의 상한과 하한사이가 두개의 격자로 나누어지고 중심값, 
[image: image34.wmf]i

x

가 새로운 격자의 하한이 된다. 또한, 원래의 i번째 격자와 새로운 격자의 중심값은 각각의 상한과 하한의 평균에서 얻어지게 된다. 따라서, 추가된 격자는 새로운 i번째 격자가 되고 원래의 i번째 격자는 (i+1)격자가 된다. 나머지 오른쪽의 격자들은 차례대로 번호가 증가하게 된다. 이 때 수와 질량의 두 모멘텀을 보존하기 위해서는 새로운 i번째 및 (i+1)번째 격자의 입자수가 다음 식을 만족시키도록 계산되어야 한다. 
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이 식에서 다음 식을 얻을 수 있다.
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또한, i번째 격자의 제거를 고려해보자. 이때는 앞뒤의 격자를 동시에 고려하면서 i번째 격자를 제거하여야 한다. i번째 격자가 제거되었을 때 i번째 격자의 중심값은 (i-1)격자의 상한이 되고 (i-1)번째 격자와 (i+1)격자의 중심값은 각각의 상한과 하한의 평균에서 얻어진다. 격자추가의 경우와 마찬가지로 (i-1)번째 격자와 새로운 i번째 격자의 입자수는 다음 식을 만족시켜야 질량과 수를 보존할 수 있다.
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이 식에서 다음 식을 얻을 수 있다.
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