
Theories and Applications of Chem. Eng., 2002, Vol. 8, No. 2 3265

화학공학의 이론과 응용 제8권 제2호 2002년

 VLE계산에서 일어나는 Trivial solution을 변곡점의 정보를 통해 방지하는 알고리즘
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서론

     Trivial solution(TS)는 임계점 근처에서 상태방정식으로 평형 조건을 예측하는 과정에

서 얻어지는 물리적으로 의미가 없는 해이다 [1]. 상평형 계산과정은 크게 평형압력이나 

온도를 찾는 Outer Loop와 Outer Loop에서 주어진 변수들에 대해 수렴된 조성을 찾는 

Inner Loop로 나눌 수 있다. TS는 상태방정식을 각 상에 적용할 때 Inner Loop에서 yi=xi가 

되는 현상을 가리키며 이것은 주로 구하고자 하는 열역학적 변수들의 초기치가 나쁘게 

주어질 때 일어난다 [2]. 이 문제는 주어진 압력에 대해 각기 다른 상의 영역에 밀도들이 

존재하도록 유지시킴으로 방지할 수 있다. 

  프리고진은 혼합물의 밀도의 거동에 대해서 언급하였다 [3]. 혼합물 속의 모든 성분들

의 상태가 임계점보다 밑에 있다면 압력-밀도 등온선은 일반적으로 모든 조성범위에 대

해 기체와 액체를 구분하는 기계적 불안정성을 가진다. 시스템의 온도가 혼합물의 임계 

온도로 접근할수록 기계적 불안정성은 저분자량을 지닌 성분의 조성이 증가할 때 사라진

다. 그러나 이러한 경우에도 여전히 혼합물의 임계점을 경계로 각기 다른 두 상이 존재하

게 된다 (Fig. 1). 기계적 불안정성이 보여지는 조성의 범위내에서 액체 밀도는 기계적 불

안정성을 나타내는 밀도의 상한값보다 크며 기체 밀도는 하한값보다 작다. 그러나 기계적 

불안정성의 경계를 벗어나면 각 상의 밀도의 경계는 쉽게 결정되지 않는다. Fig. 1의 Tie 

line 1위에 있는 기체 밀도는 그 조건에서의 상태방정식의 변곡점의 밀도보다 작지만 Tie 

line 2위에 있는 기체 밀도는 변곡점의 밀도보다 크다. 그러므로 이런 조건 하에서 변곡점

은 언제나 적절한 상의 한계가 될 수 없다.

Mathias et al [4]은 이러한 TS 문제를 가상근을 제안하여 어느정도 해결하고자 하였

다. 수많은 VLE계산을 통해 기계적 임계 밀도(mechanical critical density)는 액체의 밀도보

다 작다는 것을 발견하여 압력이 너무 낮을 때는 기계적 임계 밀도의 정보를 사용한 가

상근을 액체밀도로 반환하고 퓨개시티 계수를 수정함으로 TS 현상을 방지하였다. 그러나 

압력이 높게 주어질 때 기체근에 대한 한계를 제시해 주지 못함으로 TS현상을 해결할 수 

없었고 그들의 pseudo density routine에서 필요로 하는 기계적 임계 밀도는 3차 상태방정

식이 아닌 비 삼차 상태방정식에서는 상당한 계산시간이 지나야 얻어진다는 단점을 가지

고 있다. 본 연구에서는 기계적 임계 밀도 대신에 상태방정식에서 쉽게 계산되는 변곡점

의 정보를 통해 계산부하를 줄이면서 동시에 초기값에 무관하게 평형점을 찾아가도록 돕

는 즉 TS를 방지할 수 있는 알고리즘을 제시하고자 한다.
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계산방법

     시스템의 온도가 혼합물의 임계온도에 가까이 갈수록 압력-밀도 등온선에서 기계적 

불안정성은 사라지게 된다. 하지만 Fig. 2에서와 같이 변곡점은 존재한다. 변곡점은 주어

진 온도와 조성(xi 혹은 yi)에서 d
2
P/dρ2=0을 만족하는 점을 의미하며 수치해석적인 방법

으로 구해질 수 있다. 변곡점은 기계적 임계 밀도와는 다르지만 이 점을 경계로 상태방정

식의 영역이 기체 밀도의 성질과 유사한 거동을 보이는 부분과 액체 밀도의 그것을 보이

는 영역으로 나눌 수 있기 때문에 유용하다 (Fig. 2) [5]. 변곡점의 밀도는 어떤 경우에는 

각상의 밀도들의 경계점이 될 수도 있다. Fig. 1의 Tie Line 1위의 액상과 기상의 밀도는 

변곡점의 밀도를 경계로 나뉘어진다. 그러므로 이런 경우에는 변곡점의 밀도를 가상 밀도

로 이용할 수 있다. 액상을 나타내는 등온선에서 P < P
inf
 일 때 P 에 해당하는 밀도는 기

상의 성질을 띠므로 가상의 액상 밀도로 ρ
inf
를, 가상적인 화학포텐셜로 μi

L
=μi
L
(ρ
inf
)라

는 값을 반환해 준다. P > Pinf일 땐 이 압력에 해당하는 밀도는 원래의 액체의 성질을 보

이므로 이에 해당하는 값을 반환한다. 기상을 나타내는 등온선에서 P > P
inf
일 때 P에 해

당하는 밀도는 액체의 성질을 보이므로 가상의 기상 밀도로 ρ
inf
를, 가상적인 화학포텐셜

로 다음과 같은 값을 돌려준다.

μi
V=μi

V(ρinf)+RTln(P/Pinf)

 Tie line 1과 같은 조건에서는 변곡점의 밀도를 상의 경계로 사용하여 구하고자 하

는 변수의 초기치에 대해서도 TS가 얻어지지 않도록 액체와 기체의 근을 충분히 벌림으

로써 수렴하는 Σyi나 (Bubble point 계산시) Σxi를(Dew point 계산시) 얻을 수 있다. 그리

고 이 때의 수렴된 값들은 평형조건을 정확하게 찾을 수 있도록 돕는다 [2]. 평형 조건이 

Fig .1의 Tie Line 2위에 해당하는 경우에는 기체 밀도가 변곡점의 밀도보다 크므로 변곡

점의 밀도를 상의 경계로 간주할 수 없다. 이런 경우에는 계산 과정에서 기체 밀도는 계

속 변곡점의 밀도보다 커지려 하는 현상을 볼 수 있다. 그러므로 이런 경우에는 기체 밀

도의 상한값을 변곡점에 근거하여 증가시킨다. 여러 계산 결과에 의하면 변곡점의 크기를 

약 20%씩 증가시키는 것이 계산횟수를 줄이면서 수렴된 값들을 빠르게 얻도록 하는 것

이 관찰되었다. 제시하고자 하는 알고리즘은 다음과 같으며 이 알고리즘은 기계적 불안정

성이 존재하지 않는 조건에 적용된다.

(1) 기체근의 상한값을 변곡점으로 잡는다. ρlim
V
=ρ
inf 

(2) 주어진 조건에 해당하는 밀도를 상태방정식을 통해 구한다. 기상을 나타내는 

    등온선에서 만일 주어진 압력이 기체 밀도의 상한값에서의 압력보다 크다면

    가상의 기체 밀도로 ρ
V
=ρlim

V
과 가상의 화학포텐셜로 μi

V
=μi
V
(ρlim

V
)+RTln *

    (P/Plim
V
)를 반환한다 

(3) 새롭게 갱신된 조성들이 (혹은 Σxi나 Σyi이) 수렴했는지 판단한다. 만일 수렴하

   지 않았다면 이 값들을 가지고 수렴된 값을 얻을 수 있을 때까지 (2)의 과정을

   반복한다. 

(4) 만일 조성이나 Σyi등이 수렴했다면 ρ
V >ρlim

V인지 확인한다. 만일 기체 밀도가

   상한값보다 크다면 Fig.1 위에 있는 Tie line 2의 상태가 이에 해당한다. 그러므로

   이런 경우에는 기체근의 상한값을 증가시켜준다. 즉 ρlim
V
=1.2ρ

inf
로 증가시킨다.

   그리고 나서 (2)의 과정을 반복한다. 만일 ρV<ρlim
V라면 Tie line 1과 같은 상태

   이므로 이 값을 수렴한 값으로 사용할수 있다. Fig. 1에 있는 Tie line 3과 같은

   경우에는 기체 밀도가 1.2ρ
inf
보다 크고 1.4ρ

inf
보다 작으므로 이런 경우의 기체

   밀도의 상한값은 변곡점에서부터 두 번 증가하여 1.4ρinf라는 값을 갖게 된다.
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기체 밀도의 상한값을 정할 때의 잇점은 기체 밀도가 액체 밀도와 가까워지지 못하

도록 제한함으로 나쁜 초기치들에 대해서도 잘 수렴하는 조성이나 Σyi(혹은 Σxi)을 구할 

수 있다는 것이다. 하지만 어떤 조건하에서는 ρlim
V
=1.8ρ

inf
까지 증가시켜도 수렴하는 조

성을 얻지 못하는 경우가 있다. 이런 조건은 주로 단일 상을 가지게 되는 경우에 해당하

므로 어떤 초기치에 대해서도 원하는 Σyi(혹은 Σxi)를 얻을 수 없다. 이런 조건이 감지되

면 ρlim
V
=ρ
inf
로 잡아서 수렴할 때의 조성이나 Σyi(혹은 Σxi)을 구해서 그 압력(또는 온

도)에서의 가상적인 목적함수로 사용한다.

결과 및 토의

     위에서 제시한 알고리즘이 실제 TS문제를 방지할 수 있는지를 알아보기 위해 TS가 

종종 얻어지는 임계점근처의 상평형 계산을 수행하였다. 초기값들을 임의적으로 정하기 

보다 Raoult's law에 의해 주어진 값들을 가지고 세 온도에서의 조성에 따른 평형조건을 

SRK EOS를 통해 예측하였다. 각 성분의 증기압은 기준끓는점과 임계점에서의 온도, 압

력의 값을 통해 외삽 혹은 내삽으로부터 구했으며 전체 압력의 초기값은 P=ΣxiPi
sat
로 정

했다. 각 성분의 초기 조성값은 주어진 전체압력에서 순수한 성분들의 퓨개시티 계수의 

비로 정했다. 메탄과 부탄 혼합물의 Bubble P를 계산한 결과 300K에서 Raoult's law에 의

해 예측된 초기 압력은 평형압력의 약 2배이고 350K에서는 3배 정도, 400K에서는 4배정

도가 됨을 알 수 있다. 온도가 높아질수록 초기값들은 평형값에서 점점 더 멀어지는, 즉 

나빠진다는 것을 알 수 있다. 300K와 350K에서는 평형조건을 잘 찾아 계산하는 것을 알 

수 있으나 400K에서는 다소 계산해 내지 못하는 경우도 있는 것으로 보인다. 전체적으로 

계산결과에서 TS에 해당하는 조건들이 보이지 않는다는 점에서 제시한 알고리즘은 TS를 

방지하고 정확한 평형결과를 예측할 수 있도록 도와주는 것으로 생각된다.

Fig 1 Density-Composition diagram

(SRK EOS, CH4-C4H10 mixture,300K)
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Fig. 3 Calculation result using suggested

algorithm (SRK, CH4-C4H10 mixture, 300K)
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Fig. 2 Inflection point as physical constraints  

(SRK EOS, CH4-C4H10 mixture at 370K)      
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Fig. 5 Calculation result using suggested

algorithm (SRK, CH4-C4H10 mixture, 400K)

Mole fraction of methane
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

P 
(b

ar
)

0

100

200

300

400

calculated liquid equilibrium curve
predicted vapor equilibrium curve
predicted liquid curve from Raoult's law
predicted vapor curve from Raoult's law

Fig. 4 Calculation result using suggested

algorithm (SRK, CH4-C4H10 mixture, 350K)
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