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서 론 
두 수평 평판사이에 위치한 유체의 밑면을 가열하면 잘 알려져 있는 부력에 기인한 자
연대류가 발생한다. 이에 대한 연구는 지난 20세기 초 Bénard[1]의 조직적인 실험으로 시
작되었으며 공학은 물론 물리학, 지질학, 해양학, 대기학 분야에서 수많은 연구들이 이루
어져 왔다. 그 동안 본 연구진에 의해 개발된 전파이론[2-3]은 자연대류 발생 임계시점을 
잘 예측하였다. 그러나 전파이론의 타당성을 이론적으로 증명하지는 못한 상태에 있었다. 
본 연구에서는 밑면이 정온으로 가열되는 계에 대해 수치해법을 적용하여 어느정도 전파
이론의 타당성을 밝혔으며, 자연대류 발생 임계시점과 관련하여 새로운 예측방법을 제시
하였다. 
 
이 론 
본 연구에서는 Fig. 1과 같이 깊이가 인 사각 공동 내에 비압축성 뉴튼유체가 채워져 
있고 윗면과 밑면이 와 인 등온으로 유지되며 옆면은 단열 조건인 계를 고려하
였다. 속도 경계조건은 고정 경계면에서의 안미끄러짐 조건을 사용하였다. 자연대류 연구
에서 공히 적용되는 Boussinesq가정 하에 대류유동은 다음의 2차원 운동식과 에너지식을 
따른다고 가정하였다. 
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여기서 ( )αν /Pr =

d

과 는 각각 Prandtl 수와 Rayleigh 수를 의미한다. 길이
는 유체의 깊이 로 무차원화 하였으며 시간과 속도, 온도, 압력은 각각 , 

( )( ανβ /TdgRa 3∆= )
α/d 2 d/α , 

,  로 무차원화 하였다. ( )( )iT− αbTT =∆ 2d/0ρ2 g와 α , β , ν , 0ρ 는 중력가속도와 유체의 
열확산계수, 부피팽창계수, 동점도, 밀도를 나타내며 는 2차원 Laplacian이다. 또한 ∇ F와 
G
ρ
는 Langevin항으로서 추계적인 방법[4]에서 임의의 초기조건을 결정하는 역할을 하며 

본 연구에서는 생략하였다. 
  자연대류의 불안정성에 대한 연구방법은 동결시간 모델[5]과 증폭이론[6], 전파이론[2-3], 
추계모델[4], 에너지법[7] 등이 있다. 앞의 세가지 방법은 물리량을 기본량과 미소 교란량
의 합으로 가정한 선형이론에 바탕을 두고 있다. 동결시간 모델은 시간항의 생략으로 Pr
의 영향을 살펴볼 수 없으며 Foster[6]에 의해 제안된 증폭이론은 그가 제안한 증폭인자가 
임의적이라는 단점을 지니고 있다. 추계모델의 경우 임의적인 초기조건을 사용하였고 에
너지법은 안정성의 하한치만을 제시하였다. 본 연구진에 의해 개발된 전파이론은 결정론
적인 방법으로 대류발생 시점에서 미소 교란들이 주로 열경계층 깊이 내에서 전파된다는 
개념 하에 엄밀한 크기위수 해석을 통해 자연대류 발생 임계시점 cτ 를 예측하였다.  
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Prandtl 수가 큰 경우, Patrick과 Wragg[8], Inoue 등[9]은 실험을 통하여 Nusselt 수 가 
시간 

Nu
t에 따른 변화를 보이고  대 Nu t의 그림에서 최소 값을 보이는 시간 를 명

백한 대류 검지시간으로 생각하였다. 이 특징적인 시간 와 전파이론에서 구한  사이
에는 “ t ”의 관계를 보인다. 이러한 와 의 차는 이미 Mahler 등[10]과 Foster[11]
에 의해 직관적으로 설명되었지만 수학적으로 증명되지 못하였다. 정 등[12]은 전파이론
에서 얻은 교란분포를 Herring[13]이 제안된 평균장 근사법을 이용하여 시간에 따른 거동
을 살펴보았으나 급격한 가열이 수반될 경우 열경계층의 거동을 설명하기에 Galerkin 방
법에 한계가 있었다. 

Nu ut

ctut

cu t4≈ ct ut

본 연구에서는 Patankar[14]에 의해 개발된 유한부피법을 이용하여 급격한 가열하에서의 
교란의 성장과 대류발생 임계시점과의 관계를 설명하였다. 수치해석을 위한 계산 영역과 
경계조건을 Fig. 1에 보인 것과 같이 격자배열은 속도와 온도 및 압력을 엇갈리게 하였으
며, 압력장을 계산하기 위해 SIMPLE 방법을 사용하였다. 특히 시간과 공간에 대한 차분
화는 수치해법의 안정성과 수렴성을 고려하여 오차가 1 %범위 내로 들어오게 하기 위해 
시간간격 과 수직방향의 거리간격 을 사용하였다. 710−=∆τ 200/1=∆z
 
결과 및 토론 
본 연구는 전파이론에서 얻은 대류발생 임계시점 cττ = 에서의 속도교란과 온도교란을 
초기조건으로 하였다. Fig. 2와 같이 10개의 세포대류 분포를 갖는 초기 온도교란의 크기 

*θ 는 을 사용하였으며 이에 따른 초기 속도교란의 크기 와 는 전파이론에
서 얻은 크기위수를 만족하는 값을 사용하였다. 이와 같은 초기 교란의 선택은 

53 1010 −− ~ *v *w
0=τ 에서 

초기조건의 임의성을 배제해 줄 수 있으며 추계모델에서 제시한 미소교란의 의존성을 검
증할 수 있다.  

∞→Pr 와 인 경우 계에 입력된 교란의 제곱평균제곱근(rms)값을 시간에 따라 
전개해 보면 Fig. 3과 같다. 입력된 초기교란은 일정한 크기로 어느 시점까지 유지되다가 
급격하게 성장한 후 지배방정식의 비선형 항의 영향에 의해 요동친 뒤 수렴한다. 교란의 
성장은 초기 속도의 크기에는 거의 무관하며, 이는 Foster[6]에 의해 제안된 증폭이론의 
증폭인자가 임의적임을 나타낸다. 증폭인자는 

610=Ra

( ) ( )0'
rms

'
rms w/ww τ= 으로 정의되기 때문에 초

기조건이 다르게 입력되면 다양한 w 가 존재하게 되어 일반적인 값을 정의하기 어렵다. 
여기서 는 교란의 진폭에 대한 rms값을 나타낸다. 한편 초기교란이 전파이론에서의 
크기위수를 만족하며 일정하게 유지되는 것은 Mahler 등[10]이 언급한 내용과 일치하는 
것이며, 전파이론의 국지적인 성장률이 

rms'w

cτ/1 에 비례하고 일반적으로 알려진 교란의 성장
이 (σ )τexp 임을 고려하면 Fig. 3에서와 같이 교란의 크기가 cττ = 까지 일정한 값으로 유지
되는 것은 타당하다. 여기서 σ 는 교란의 성장률이다.  
일반적인 수치해법은 선형이론을 사용한 안정성 해법과는 달리 교란의 크기 및 분포가 
직접적으로 계산에 참여하지 않는다. 따라서 본 수치해법에서는 평균장 근사법의 개념을 
도입하여 온도를 'θθθ += 로 간주한다. 여기서 θ 과 'θ 은 수평평균 온도와 이에 대한 
국지적인 차를 나타내며 무한 평판의 경우 선형이론의 개념과 동일하다. 이를 이용해 평
균온도와 온도 교란량의 성장률을 직접 비교해 보면 어느 시점에서 교란의 성장이 전도
상태 평균온도의 성장률을 벗어나게 되는지 계산 할 수 있다. 평균온도와 온도 교란량의 
성장률을 각각 다음과 같이 정의하였다. 

τ
θ

θ d
d

r rms

rms

1
0 = ,   

τ
θ

θ d
d

r rms

rms

'
'
1

1 =                         (5a-b) 

식 (5a)로 주어진 평균온도의 성장률은 시간이 매우 작은 경우, 본 연구 대상계에서는 
( )τ41 / 에 따라 감소하며 τ 가 매우 커지면 이 된다. 이러한 경향은 열경계층 두께의 

성장과 관련이 있다. 반면 온도 교란량의 성장률은 급격하게 증가하여 
00 →r

τθ d/'d rms 가 가장 
큰 시점에서 최고점에 이른 후 급격하게 감소한다. 교란량의 이와 같은 경향은 준정상상
태 근사를 이용한 Mahler 등[10]의 결과와 유사하다. 그러나 (5)와 같이 정의된 성장률은 
본 연구에서 처음 제기된 물리량으로써 Mahler 등[10]의 결과와는 달리 기본량과 교란량
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으로 분리하여 계산할 수 있다. 대류유동이 발생하기 이전에는 전도에 의한 메커니즘이 
우세하여 이 되며 계가 열적으로 불안정하게 되거나 규칙적인 유동이 발생할 경우 

이 된다.  
10 rr >

4−

01 rr ≥

7= .cτ

310−

Figure 4에 나타나 있듯이 임의의 초기조건 , , 을 입력한 결과 초기조
건과는 무관하게 의 구간에서 동일한 성장률을 가지며 에서 식 (5a)와 

(5b)로 대변되는 성장률들이 서로 교차하였다. 이 값은 전파이론에서 얻은 임계시점 
보다 약간 작은 값이며 Fig. 3에서 온도 교란량이 일정한 값에서 벗어나는 시

점이기도 하다. 초기 입력조건과 무관하게 일정한 값을 갖게 되는 구간은 선형이론을 만
족한다고 볼 수 있고 전파이론에 예측한 임계시점 

310−=*θ 410−

c

510−

=τ
max,r1ττ ≤ 41056 −×.

105×

ττ = 근처에서 가장 먼저 불안정성이 
발생함을 알 수 있다. 따라서 전파이론에서 얻은 임계값은 계가 가장 빨리 불안정하게 
되는 시점을 예측한 것이다. 한편 초기 란의 크기에 무관한 점을 미루어 추계모델[4]에
서 제안한 식 (2)-(4)의 Langevin항 

교

F , G
ρ
는 0=τ 에서의 교란의 크기가 측정이 가능할 때

까지는 재고되어야 할 것이다.  
초기조건에 따라 의 최고점 는 변화하게 되는데 이 시점은 Fig. 5에 나타난 것과 

같이 Nusselt 수 가 전도상태에서 벗어나는 점과 일치하며 교란량의 시간
에 대한 기울기가 최대가 되는 시점이다. 여기서 와 는 유체의 열전도도와 가열면에
서의 열속이다. Figure 5에서 가 전도에서 벗어나는 

1r

=
max,r1

))(( Tk/dqNu w ∆

Nu
k wq

uτ 는 실험적으로 관측할 수 있는 
시점으로 Patrick과 Wragg[8], Inoue 등[9]의 실험에서 얻은 경향과 일치한다. Fig. 6에서와 
같이 일 경우 이 최고점이 되는 시점이 약 =*θ 1r cττ 4≈ 가 되어 실험결과와 예측값이 
잘 일치한다. 이는 초기교란이 온도차 T∆ 의 0.1 %에 해당되는 값을 의미한다. 추계모델
[3]의 경우 미소의 Langevin 교란을 초기값으로 하여 uτ 의 실험값을 예측하였으나 초기값
을 달리 입력 하였을 경우 uτ 가 변화함은 Elder[15]에 의해 이미 보고되었다. 따라서 계
가 본질적으로 불안정해 지는 시점을 얻기 위해서는 식 (5)를 통해 Fig. 4에 나타난 것과 
같이 초기교란에 독립적인 불변의 교차점이 정의 되어야 한다. 즉, Mahler 등[10]과 
Foster[11]가 언급한 ‘intrinsic instability’ 또는 ‘불안정한 영역’은 cτ 에 해당되며, ‘realistic 
critical time’ 또는 ‘manifest convection’은 cτ4 가 되는 시간을 의미한다. cτ 가 작은 경우, 전
파이론에 의한 cτ 와 실험에 따른 uτ 와의 시간차는 가장 빨리 성장하는 교란이 경계층두
께를 벗어나게 되는 잠재적인 기간으로 볼 수 있다.  
지금까지의 결과를 정리하면 다음과 같다. 먼저 전파이론이 예측한 임계시점은 계가 가
장 빨리 불안정해지는 시점을 의미하며, 전파이론을 이용해 계를 해석하는데 있어 유사
변수로 전환이 가능하지 않을 경우 식 (5)를 이용하여 직접적으로 안정성을 판별할 수 있
는 기준을 마련하였다.  
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