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선형 점탄성

서론3.1

점탄성 물질에 있어서 점성과 탄성이 동시에 존재하는 것 절 참조‘ ’ ~ (1.2 ).

모든 물질에 있어서 점성과 탄성이 동시에 존재

시료의 특정한 응답은 물질의 고유 시간과 실험 시간의 크기에 의존

실험이 상대적으로 느리다면 점성적인 거동

실험이 상대적으로 빠르다면 탄성적인 거동

중간 정도의 시간 크기에서는 혼합된 점탄성적인 응답이 관찰( )

모든 물질은 점탄성이라고 가정하는 것은 타당함.

어떤 물질이 조건에 따라 혹은 거동을 보여줌==> Newtonian Hookean .

다른 환경 하에서의 물질은 다른 유형의 거동을 보여줄 수 있음==> .

물질에 대한 선형 점탄성 응답을 결정하기 위해 노력을 기울인 이유:

첫째 선형 점탄성 응답으로부터 물질의 분자 구조를 밝혀 낼 가능성이 있음, .

둘째 측정된 물질 인자와 함수는 제품의 품질 제어에 유용,

셋째, 비선형 점탄성을 연구하는데 도움

넷째 면찰 점도와 동적 점도 사이의 유사성을 찾을 수 있음, .

선형성의 의미와 결과3.2

선형 점탄성에 대한 수학적인 이론 중첩 원리 에 기초~ “ ”

즉 임의 시간에서의 응답 예 변형률 은 입력 신호 예 응력 의 값에 정비례, ( : ) ( : )

예를 들어 응력을 두 배로 하면 변형률도 두 배가 됨, .

점탄성의 선형 이론에 있어서 미분 방정식은 선형

시간 미분을 한 계수는 상수

예 점도 계수 강성 탄성률과 같은 물질 인자는 변형률과 변형 속도와 같은 변수들이( : ,

변하더라도 이러한 물질 인자들은 변하지 않음)

시간에 대한 미분은 보통 편미분

변수에 있어서 약간의 변화에만 선형 이론을 적용할 수 있음을 의미==>



선형 점탄성에 대한 일반적인 미분 방정식:

(3.1)

여기서 혹은n=m n=m-1

와 는 시간 의 함수일 수 있음.

스칼라 변수 와 를 텐써 일반화를 통해 대체할 수 있음.

예( : 는 응력 텐써 로 바꿔 쓸 수 있음)

모델과 모델3.3 Kelvin Maxwell

식 의 특별한 경우를 고려해 보면* (3.1) ,

만일 만이 이 아닌 인자라면0

(3.2)

강성 탄성률이==> 인 탄성 즉 선형 고체 거동 방정식Hooke ( )

만일 만이 이 아닌 인자라면0

(3.3)

즉,

̇ (3.4)

점도 계수가 상수==> 인 뉴튼 점성 방정식

만일 (= 와) (= 이 동시에 이 아닌 경우) 0

̇ (3.5)



점탄성에 대한 가장 간단한 모델중의 하나 모델 혹은 모델==> (‘Voigt ’ ‘Kelvin ’)

만일 에서 응력 가 갑자기 가해진 후 일정하게 유지될 경우

(3.6)

여기서 는 응력( 에 대한 변형률 의 성장 속도를 조절하는 역할)

시간 상수 를 지연 시간 이라 부름‘ ’ .

무차원군 의 시간에 따른 진행과정 그림( 3.1)

평형 상태에서의 값

==> = 모델에 대한 값(Hooke )

모델은 순간적으로 최종 변형률 값에 도달 모델은 변형률이 지연됨Hooke “ ” ; Kelvin .

실제로는 완전히 탄성 고체인 경우에도 변형률이 시간 동안에는 자랄 수 없음0 .

응력파는 음속으로 진행하기 때문에 지연이 일어남<-- .

기계적 모델 스프링과 대쉬팥으로 구성 전체의 계는 실제 물질과 유사하게 거동“ ”: ( )

모델에 대한 힘 신장 시간에 관한 미분 방정식이 물질에 대한 응력 변형률 시간에, , , ,

관한 미분 방정식과 동등 물질 거동의 특징을 모델을 관찰하여 추론 가능( )

변형은 스프링 즉 힘이 신장에 비례하는 요소Hooke ( , )

뉴튼 흐름은 대쉬팥 즉 힘이 신장 속도에 비례하는 요소 으로 표시( , )



스프링과 유사한 유변 방정식 식 여기서: (3.2) ( )

대쉬팥과 식 여기서“ ” : (3.4) ( )

보다 복잡한 물질에 대한 거동 직렬이나 병렬로 연결시켜 묘사 가능~

모델 하나의 스프링과 하나의 대쉬팥의 병렬 결합 그림Kelvin : ( 3.3(a))

스프링의 신장 변형률 과 대쉬팥의 신장 변형률 은 동일( ) ( )

전체 응력 는 각 요소의 응력의 합

(3.7)

식 와 여기서(3.2) (3.4) ( 이고 를 사용하면)

̇ (3.8)

일반적인 선형 미분 방정식 의 가장 간단한 경우인 식 와 동일(3.1) (3.5)

면찰 응력==> 를 부과하면 스프링은 로 주어진 변형률에 도달하겠지만 대쉬팥

은 변형률의 성장을 지연시킴 점도가 클수록 응답은 느려짐. ( )

맥스웰 모델‘ (Maxwell) ’ ~ 과 만이 이 아닌 물질 인자로 둠0 .



̇ ̇ (3.9)

여기서 ,

특정한 변형률 속도 가 에서 부과된 후 그 값을 유지한다면

(3.10)

면찰 부과의 시작점에서 응력 성장이 지연==>

일정한 를 가진 면찰 속도가 갑자기 없어지면 에서 다음처럼 표현

(3.11)

응력은 평형 값에서부터 으로 지수 함수적으로 완화 그림==> 0 ( 3.4)

속도 상수 를 완화 시간 이라 부름‘ ’ .

맥스웰 모델 대쉬팥과 스프링이 직렬로 결합 그림: ( 3.3(b))

변형률 또는 변형률 속도 은 부가적( ) (additive)

전체의 면찰 속도 ̇는 두 요소의 면찰 속도의 합:

̇ ̇ ̇ (3.12)

동등하게 표현하면

̇ ̇
(3.13)

정리를 하면



̇ ̇ (3.14)

여기서 = 식 와 동일( (3.9) )

식 의 물질 인자중 세 개를 이 아닌 것으로 두는 경우(3.1) 0

만일 , , 가 이 아닌 경우 모델0 ==> “Jeffreys ”

̇ ̇ ̈ (3.15)

두 개의 시간 상수 와 를 가짐.

세 개의 물질 인자를 적절히 선택하면 동일한 기계적 모델 구성 가능 그림( 3.5)

식 는 점성 유체에 고체 탄성구가 들어있는 묽은 현탁액 비압축성 유체에 또다른(3.15) ,

비압축성 유체가 들어있는 묽은 에멀젼의 경우에 대해 수학적으로 유도한 것과 동등함.

모델 개의 간단한 요소를 포함 그림“Burgers ”: 4 ( 3.6)



맥스웰 형태로 표현한 경우 그림 의 모델에 대한 구성 방정식( 3.6(b)) Burgers :

̇ ̈ ̇ ̈ (3.16)

여기서 시간 상수:

완화 스펙트럼3.4

모든 모델들은 복잡함에 관계없이 두 가지의 정준형 으로 표현 가능(canonical form)

일반화된 모델과 일반화된 맥스웰 모델로 표현 그림Kelvin ( 3.7).

점탄성 거동을 표시하는 세 가지 방법 미분 방정식 과( (3.1)



그림 로 표시된 기계적 모델에 대한 두 가지 정준형 은 동등3.7 )

무한히 많은 완화 시간으로부터 연속적인 분포를 갖는 완화 시간으로의 일반화*

미분 방정식 식 와 동등한 표현의 모델(3.9) Maxwell :

̇
(3.17)

여기서 에 있는 첨자 을 없앴음.

병렬로 연결된 개의 이산 맥스웰 요소로 이루어진 경우 그림(discrete) ( 3.7(a))

중첩 원리를 이용해 식 을 일반화시키면(3.17) ,

̇
(3.18)

여기서 와 는 번째의 맥스웰 요소에 해당

완화 시간들의 분포 함수 혹은 완화 스펙트럼“ ”( “ ”) :

가 와 사이에 있는 완화 시간들을 갖는 모든 맥스웰 요소의 전체

점도에 대한 기여를 나타내는 것으로 정의

그러면 식 을 일반화시키면( (3.18) ),

̇
(3.19)

다음처럼 정의된 완화 함수“ ” 를 도입하면,

(3.20)

식 는 결국 다음 식으로 표현됨(3.19) .

̇
(3.21)

중첩 원리에 기초하여 과 같은 식을 곧 바로 쓸 수 있음Boltzmann (3.21) .



분포 함수 :

가 구간 와 사이에 있는 완화 시간들로 공정들의 탄성 계수

(elasticity modulus)에 대한 기여를 나타내는 것으로 정의

분포 함수 을 도입하여 식 로부터 전개해 나가는 것도 가능(3.18)

완화 주파수 스펙트럼 를 사용 여기서( 시 함수들 사이의 관계) :

(3.22)

아주 느린 정상 흐름 즉( ̇는 작고 시간에 무관 에 있어서 식 은 다음으로 됨) (3.21) .

̇ (3.23)

여기서

유변학적 이력의 시간 크기를 나타내는 변수 는 시간 간격 를 나타냄.

식 와 로부터 다음을 유도할 수 있음(3.19), (3.21) (3.22) .

(3.24)

는 정상 상태 실험에서 관찰했듯이 작은 면찰 속도에서의 극한 점도를 나타냄.

또한, 는 스펙트럼하의 면적과 동일하며 스펙트럼의 차 모멘트와 동일1


